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Résumé : 
 
La situation étudiée est celle d’un panache laminaire miscible obtenu par injection dans un bain d’un 
liquide, miscible avec le liquide du bain, mais de moindre densité. La diffusion moléculaire étant 
négligeable, le seul effet lié à la miscibilité des deux liquides est l’absence de tension de surface, situation 
originale puisqu’on n’observe plus l’instabilité classique de Plateau-Rayleigh. Les résultats 
expérimentaux montrent que, après une phase d’intrusion initiale, le panache atteint un état quasi-
stationnaire caractérisé par une profondeur de pénétration constante. Un modèle théorique simple 
permet de prédire la dynamique de la phase transitoire ainsi que les caractéristiques du régime 
stationnaire : profondeur maximale de pénétration et élargissement radial du panache. Pour une large 
gamme des paramètres de contrôle, il est possible de regroupés tous les points expérimentaux sur une 
courbe maîtresse reliant entre eux deux nombres sans dimension : le nombre de Froude densitométrique 
Fr et S, le nombre comparant le frottement visqueux à la poussée d’Archimède. Cette courbe, obtenue 
pour des écoulements laminaires, peut être extrapolée vers les résultats classiques obtenus pour les 
fontaines turbulentes. 
 
Abstract : 
 
We report experimental results on the evolution of a laminar liquid plume injected with negatively 
buoyant condition in a miscible surrounding liquid. Since molecular diffusion is negligible, the only 
significant miscible effect is the absence of any surface tension. The situation is quite original since 
Plateau-Rayleigh instability is no more observed. After an initial intrusion phase, the plume reaches a 
steady-state characterized by a constant penetration depth. A simple theoretical model is derived and 
successfully predicts the transient phase as well as the subsequent steady-state in terms of stationary 
penetration depth and plume's profile. All the experimental points collapse on a master curve involving 
two dimensionless numbers: the densitometric Froude number Fr and S, a number comparing viscous 
friction to buoyancy. Finally, this curve obtained for laminar flows is compared to classical results on 
turbulent fountains. 
 
Mots-clefs :  
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1 Introduction 
 
Un panache de gravité se forme lorsqu’un fluide est injecté dans un autre fluide de densité 
plus élevée, la résultante des forces de gravité étant alors opposée au  sens de l’écoulement. 
Cette situation apparaît dans un grand nombre de procédés industriels ou d’écoulements 
naturels : ravitaillement en combustible des navires, rejet de déchets dans l’eau, ventilation des 
immeubles (Baines et al. (1990)), mouvement des nuages et des panaches atmosphériques 
(Turner et al. (1966)).  
Dans la plupart de ces situations, le nombre de Reynolds associé est très grand et 
l’écoulement devient turbulent dès la sortie de la zone d’injection. Ces fontaines turbulentes ont 
été beaucoup étudiées et on a pu montrer que le comportement général dépendait uniquement du 
nombre de Richardson Ri qui compare la résultante des forces de gravité aux termes inertiels : 
2* /Ri g D U= où * /g g ρ ρ= ∆  est la gravité réduite entre le panache et le fluide ambiant, D 
le diamètre de l’orifice d’injection et U la vitesse moyenne d’injection. Pour des panaches d’eau 
salée dans de l’eau pure Turner et al. (1966) ont obtenu pour la profondeur de pénétration H la 
loi de puissance suivante : 
1/ 2/ 2,21H D Ri−≈ . Des résultats similaires ont été retrouvés dans 
d’autres situations et avec des fluides différents.  
A contrario, très peu de travaux ont porté sur le cas des panaches laminaires. Une  étude 
numérique de Lin et al. (2000) sur des fontaines laminaires dans la gamme 5 < Re < 800 a 
montré que la loi de Turner pouvait être retrouvée mais avec une dépendance supplémentaire 
avec le nombre de Reynolds Re : 
1/ 2 1/ 2/ ReH D Ri− −∝ . Toutefois, cette situation est très 
différente de la notre : les profondeurs de pénétration restent faibles et la différence de densité 
élevée est obtenue par différence de température créant ainsi de la diffusion thermique et 
imposant une dépendance supplémentaire avec le nombre de Prandtl. Dans notre cas, les 
diffusions thermique et moléculaire sont négligeables. La miscibilité entre les deux liquides a 
pour seul effet notable de supprimer toute tension de surface. La situation étudiée est donc 
originale puisqu’on n’observera pas l’instabilité classique de Plateau-Rayleigh. 
Dans la suite, nous présentons notre travail expérimental sur l’injection à débit constant 
d’un liquide dans un bain liquide miscible de densité très légèrement supérieure. Dans la quasi-
totalité des cas, l’écoulement reste laminaire sauf pour quelques mesures présentées au dernier 
paragraphe. Les expériences et le dispositif associé sont décrits au paragraphe 2. Un modèle 
théorique simplifié du problème et sa résolution analytique sont présentés au paragraphe 3. Le 
paragraphe 4 montre la confrontation du modèle aux données expérimentales.  
 
2 Dispositif expérimental 
 
Les expériences sont réalisées de la manière suivante : un liquide de densité ρ  est injecté, 
à débit volumique constant Q, par l’intermédiaire d’un embout de diamètre intérieur D, dans un 
récipient de grande taille contenant un liquide de densité ρ ρ+ ∆  avec 0ρ∆ > . Le liquide 
injecté est le même que celui du bain mais avec un faible ajout d’éthanol. Les deux liquides 
étant quasi-identiques, on considérera qu’ils ont même viscosité cinématique ν . Trois liquides 
différents ont été utilisés : de l’eau pure de viscosité 2 2
0 10 /cm sν
−
=  et deux mélanges eau-
glycérine de viscosité respective 
0/ 2,0ν ν ≃  et 0/ 3,7ν ν ≃ . Les gammes explorées pour les 
autres paramètres de contrôle sont les suivantes : 4 24.10 / 3.10ρ ρ− −< ∆ < , 
0,254 4,83mm D mm< < et le débit Q est compris entre 0,002 et 20 cm3/s. Enfin, une très 
faible quantité de colorant est ajouté au liquide injecté pour permettre la visualisation du 
panache à l’aide d’une caméra CCD à 25 images/seconde ou d’une caméra rapide à 250 
images/seconde. On a pu dans ce dernier cas obtenir également quelques champs de vitesse de 
18ème Congrès Français de Mécanique Grenoble, 27-31 août 2007 
3 
l’écoulement par technique P.I.V., à l’aide d’une nappe laser suffisamment fine et de traceurs 
réfléchissants. Un exemple de profil est présenté sur la figure 1. 
 
 
FIG. 1 – Images du panache à différentes étapes de sa phase de pénétration. Diagramme spatio-
temporel montrant la pénétration puis le régime stationnaire où la pénétration maximale 
mH est 
atteinte. Exemple de profil de vitesse obtenu par P.I.V. dans une section horizontale du panache. 
 
Lors de l’injection, le panache pénètre dans le bain environnant en ralentissant 
progressivement sous l’effet conjugué de la résultante des forces de gravité et de la dissipation 
visqueuse dans tout l’écoulement. Pendant cette phase de pénétration, le panache reste fin avec 
une tête assez large à structure torique. Au bout de quelques secondes, le panache se stabilise et 
atteint un état stationnaire avec une profondeur de pénétration constante. Comme on peut le voir 
sur la figure 1, la forme du panache présente un élargissement radial du haut vers le bas, en 
forme de trompette, lié au ralentissement du liquide qui impose, par conservation du débit, une 
augmentation de la section. Le diagramme spatio-temporel de la figure 1 rend compte de ces 
deux phases : pénétration suivie d’un régime stationnaire.  
Au niveau du profil de vitesse, on observe que la zone d’écoulement est plus large que le 
seul panache constitué du liquide injecté du fait de la couche limite visqueuse qui se développe 
autour du panache. Des mesures sur les profils de vitesse nous ont montré que le rapport entre le 
rayon du panache et le rayon de l’écoulement total (panache+couche limite) restait à peu près 
constant, légèrement supérieur à 2.  
 
3 Etude théorique 
 
Considérons une section horizontale à la profondeur z. Le théorème de Bernoulli généralisé 
nous dit que la dérivée temporelle de la  différence d’énergie E∆ entre z et 0z =  est égale au 
taux de dissipation visqueuse. Ce qui s’écrit formellement : 
( ) ( ) ( )
2
3 3
0 0 0
1
,0 , 2 2
2
z
v
v r v r z rdr Q gz rdrdz
r
pi ρ ρ ν pi
∞ ∞ ∂  − − ∆ =    ∂ ∫ ∫ ∫
 
A partir des mesures obtenues sur les profils de vitesse, deux hypothèses simplificatrices 
réalistes peuvent être formulées, l’une sur la forme du champ de vitesse et la seconde sur le 
rapport entre la largeur totale de l’écoulement ( )zσ et la largeur du panache ( )z∆ : 
(H1) ( ) ( ) ( ), ( )v r z V z r zσ= Ψ  ; (H2) ( ) ( ) 2z zσ λ= ∆  
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 Moyennant ces deux hypothèses et en tenant compte de la conservation du débit en liquide 
injecté, on obtient les relations suivantes : 
( )2 2 2 2
0
(0) ( ) * ( )
z
Q V V z g z V z dzαβ γ βν − − =  ∫  et 
2( ) ( )Q V z zγ = ∆  où α, β et γ sont des 
coefficients qui s’expriment uniquement en fonction du paramètre λ et de la fonction Ψ.  A 
partir des profils de vitesse expérimentaux on peut estimer 0,2α ∼ , 7β ∼  et 1,6γ ∼ . 
 
3.1 Phase initiale de pénétration 
 
 On en déduit facilement l’expression de V(z) et, en imposant à l’extrémité du panache que 
( )V z H dH dt= = , la dynamique de pénétration du panache s’obtient analytiquement : 
2
2
( )
( ) ln 1 tan
2
m
m
Q t t
H t H
D S
ν
α
ν αγ β
  
−
= − +  
   
  (1). 
 Dans cette expression, ( )22mt D Sαγ ν β=  est la durée de la phase de pénétration tandis 
que 
mH , la profondeur maximale de pénétration, s’écrit ( ) ( )ln 1mH Q Sα ν β= +  (2) . On a 
introduit ici le nombre sans dimension S qui compare le frottement visqueux à la résultante des 
forces de gravité : 2 4* *S U g D Q g Dν ν= =  (3). 
 
 
FIG. 2 – (a) Dynamique de pénétration : ○ essai 1 ( 34,48.10ρ ρ −∆ = , 
0ν ν= , 0,1372D cm= , 
30,127 /Q cm s= ) et modèle ( 0,216α = , 6,99β = , 1,54γ = ) ; ● essai 2 ( 36,35.10ρ ρ −∆ = , 
03,7ν ν= , 0,175D cm= , 
30,283 /Q cm s= ) et modèle ( 0,189α = , 7,21β = , 1,72γ = ). (b) 
Elargissement radial du panache en régime stationnaire : essai 1 ( 30,047 /Q cm s= , 
30,086 /Q cm s= , 30,132 /Q cm s= , 30,151 /Q cm s= ) et modèle avec β posé égal à 7. 
 
3.2 Régime stationnaire 
 
Une fois la phase de pénétration terminée, le panache se maintient à une profondeur 
constante égale à 
mH  avec un élargissement radial du haut vers le bas, en forme en trompette,  
comme le montre la figure 1. En imposant maintenant la condition 0dH dt = , on peut retrouver 
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analytiquement cette forme caractéristique du panache à travers l’expression du diamètre ∆ en 
fonction de la profondeur z : ( ) ( ) 1 41 4 1( ) 1 1mz Hz D S Sβ β −− ∆ = + −   (4). 
 
 
FIG. 3 – (a) Profondeur de pénétration maximale en fonction de Q pour différentes valeurs de D. 
(b) Scaling en traçant 
mH D en fonction de la vitesse caractéristique d’injection 
2U Q D= . (c) 
Mêmes scalings obtenus pour 3 liquides différents. (d) Courbe maîtresse Fr en fonction de S. (e) 
Disparition de la dépendance en Re lors de la transition vers le régime turbulent. 
   
4 Validation expérimentale 
 
Comme on peut le voir sur la figure 2a, la relation analytique (1) permet de rendre compte 
de la dynamique expérimentale de pénétration du panache de façon très satisfaisante. Il en est de 
même, dans la phase stationnaire, pour l’élargissement radial du panache, en forme de 
trompette, qui a pu être mesuré sur plusieurs essais et ajusté avec succès par l’expression 
théorique (4) comme présenté sur la figure 2b.  
Un très grand nombre de mesures ont été obtenues pour la profondeur de pénétration 
maximale 
mH  en fonction des différents paramètres de contrôle : Q, D, ν  et ρ ρ∆ . On 
observe que 
mH  varie avec Q selon une loi de puissance avec un préfacteur dépendant de D 
mais avec un même exposant (figure 3a). La dépendance avec D est facilement comprise 
lorsqu’on trace 
mH D  en fonction de la vitesse caractéristique d’injection 
2U Q D=  (figure 
3b). Mais le préfacteur alors obtenu dépend de ν et de ρ ρ∆  (figure 3c). Pour comparer ces 
résultats à la prédiction théorique donnée par l’équation (2), on peut travailler avec les nombres 
sans dimension adaptés au problème qui apparaissent ici comme étant le nombre S déjà présenté 
et un nombre de Froude densitométrique 2 2 4*m mFr U gH Q g D Hρ ρ= ∆ = . L’équation (2) se 
réécrit alors : ( )ln 1
S
Fr
Sα β= + . La figure 3d présente toutes les valeurs expérimentales 
obtenues pour Fr et S : on observe bien un regroupement de tous les points sur une courbe 
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maîtresse. Cette courbe est bien approchée par la prédiction théorique mais le meilleur 
ajustement est une loi de puissance : 0,63,5Fr S≈ . Une approximation tout à fait correcte 
revient à écrire 1 2 1/ 2/ 0,25 RemH D Ri
−
≈ . Par comparaison avec la relation obtenue par Turner 
et al. (1966) en régime turbulent, on voit qu’il y a une dépendance supplémentaire avec le 
nombre de Reynolds, Re UD Q Dν ν= = , lorsque l’on est en régime laminaire. Quelques 
essais ont été réalisés à débits plus élevés pour atteindre un régime de transition vers la 
turbulence et voir si cette dépendance avec le nombre en Re disparaît. Cela semble bien être le 
cas comme le montre la figure 3e où la quantité 1 2
mRi H D est tracée en fonction de Re.  
Notons enfin que la loi de puissance obtenue en régime laminaire peut aussi s’écrire sous 
la forme ( )1,50/ 0,25mH D U U≈ où 2U Q D=  est la vitesse d’injection. ( )1 30 *U gν=  apparaît 
alors comme la vitesse caractéristique du problème mais, pour l’heure,  nous n’avons pas 
d’interprétation physique simple quant à l’origine de cette vitesse. 
 
4 Conclusion 
 
 Une étude approfondie des panaches laminaires obtenus par différence de densité entre 
liquides miscibles a été menée pour une vaste gamme des paramètres de contrôle. On observe 
une première phase de pénétration avec ralentissement de la tête du panache, suivie par un état 
stationnaire où le panache garde une taille constante. Moyennant deux hypothèses pratiques sur 
l’allure de l’écoulement dans le panache, un modèle théorique a pu être résolu analytiquement et 
permet de rendre compte aussi bien de la dynamique de pénétration que du régime stationnaire 
et en particulier de la forme en trompette du panache ainsi que de sa profondeur maximale de 
pénétration. L’accord avec les mesures expérimentales est tout à fait satisfaisant. On peut 
notamment regrouper l’ensemble des résultats concernant la pénétration maximale sur une 
courbe maîtresse à l’aide de deux nombres sans dimension : le nombre de Froude 
densitométrique et un nombre comparant les efforts visqueux à la résultante des forces de 
gravité. De plus, ces résultats peuvent être comparés à ceux connus en régime turbulent et 
suggèrent que la pénétration adimensionnelle /mH D  passe d’une double dépendance en 
1 2Re  
et en 1/ 2Ri−  dans le régime laminaire à une dépendance unique en 
1/ 2Ri−  dans le régime 
turbulent. Des informations complémentaires sur l’ensemble de ces résultats pourront être 
trouvées dans Philippe et al. (2005).  
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